Seccion 11.2

Derivacion e integracion de funciones vecioriales 1055

CONTENIDO =
Derivacién de funciones vectoriales ®
Integracidn de funciones vecioriales =

11.2
Derivacion e integracion de funciones vectoriales

Derivacion de funciones vectoriales

En las Secciones 11.3-11.5 estudiaremos varias aplicaciones importantes del
cdlculo con funciones vectoriales. Como preparacién para ello, dedicamos esta
seccion a familiarizarnos con las derivadas e integrales de funciones vectoriales.

Ia definicién de la derivada de una funcién vectorial imita la de las funcio-
nes con valores reales.

DEFINWNDE —
La derivada

| Nota. Aparte de r'(¢) se emplean otras notaciones para la derivada de una funcidn
vectorial, como

i, Lt y &
T dr oLy dt
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FIGURA 11.8

Funciones vectoriales

La derivacion de funciones vectoriales puede efectuarse componente a
componente. Para convencerse de ello, basta considerar la funcién r(f) = f()i +
+ g(0j y aplicar la definicién de derivada, con lo que se obtiene
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Este importante resultado queda recogido en el siguiente teorema. Nétese que
la derivada de la funcion vectorial r es ella misma una funcién vectorial. Puede
verse en la Figura 11.8 que r'(r) es un vector tangente a la curva dada porr(t)y
que apunta en la direccion de los valores crecientes de 1.

EJEMPLO | Derivacion de funciones vectoriales

Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones vectoriales.

De . 1- * 2t
a) r() =ti-4j b) r(t)=;1+lnt_|+ek

Solucion:  Derivando componente a componente vemos que

a) r(1)=2t-0j=21

1 1
b) r’(t)=~—[—2i+;j+2e2’k il

Las derivadas de orden superior de una funcidn vectorial se obtienen apli-
cando derivadas sucesivas a las funciones componentes.
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FIGURA 11.9
La epicicloide deja de ser suave en los puntos
de interseccion con los ejes,
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EJEMPLO 2 Derivadas de orden superior

Para la funcién vectorial hallar r(f) = cos i + sen #j + 2tk.

a)-r'(1) by r'(1) o) r-r'( dy v xr'@)

Solucion:
a) r'(t)=-senti+costj+ 2k
by r'(t)=-costi-sentj+ Ok =-cos ti- sentj

cy r{fy-r"(t)=sentcost-sentcost=0

i J k
d rixr'®=|-sent cost 2
—cost -sent O

cost 2|, |-sent 2|, |-sent cost

- -sen ¢t 0O ' —Cos ¢ O'J * —~CcOs ! -sen !

=2senfi—2costj+k

Hacemos notar que el producto escalar en el apartado c) es una funcién de
valores reales, no una funcién vectorial. ]

La parametrizacién de la curva representada por la funcién vectorial
r(f) = f(0i + g + MOk

es suave en un intervalo abierto I si /', g’ y k' son continuas en / y ademés
para todos los valores de ¢ en el intervalo 1.

EJEMPLO 3 Intervalos en los que una curva es suave

Hallar los intervalos en los que la epicicloide C, dada por
r()=(5cost—cos5Ni+ (Ssent-sen5)),0 <t < 2n

€S Suave.

Solucion:  La derivada de r es

r'(t) = (-5sen ¢+ 5 sen 50)i + (5 cos t — 5 cos 51)j

En el intervalo [0, 2x}, los tinicos valores de 7 para los que r'(f) = 0i + 0 son
t=0,7/2, 7, 3n/2, y 2n. Por tanto, concluimos que C es suave en los intervalos

SNBIS NS

como muestra la Figura 11.9. ]
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| Nota. Notese en la Figura 11.9 que la curva deja de ser suave en los puntos donde
tiene un cambio brusco de direccién. Tales puntos se llaman cdspides o nodos.

La mayor parte de las reglas de derivacion de funciones con valores reales
tienen su contrapartida para las funciones vectoriales. Algunas de ellas se reco-
gen en el proximo teorema. Hay que hacer notar que el teorema contiene tres
versiones de «reglas del producto». La propiedad 3 da la derivada del producto
de una funcidn de valores reales por una funcidn vectorial. La propiedad 4 dala
derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales, y la propiedad 5 la
derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales (en el espacio).
(La propiedad 5 se aplica s6lo a funciones vectoriales en tres dimensiones,
ya que el producto vectorial no estd definido para vectores en dos dimen-
siones.)

Demostracion:  Para probar la propiedad 4, escribamos

() =fi0i+g(D] y u@) =/f01+ g,@)j

donde f, y g, son funciones derivables de t. Entonces,
r(®) - u(r) = f1(0f (D) + g,(Dg,(D)
y se sigue que

D[x(2) - u(t)] = f1(D f2()+ FiO) [2(8) + g,()g5(1) + g1(Dg, (1)
= /i@ + g,(0g>2(D] + [F1(D (D + 81(Dg, (1]

=) - w () + '@ - a

Dejamos como ejercicios las demostraciones de las propiedades restantes
(véanse Ejercicios 55-59 y Ejercicio 62). O
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EJEMPLO 4 Usando las propiedades de la derivada

Dadas las funciones vectoriales
r(f) = %i —-j+npk y u®=ri-2tj+k
calcular
a) Dfr()-u®] y b Dlu@) xu'(®)]
Solucion:

1 1
a) Der'(t) = _ﬁi + ?k y u'(f) = 2ti — 2j, se sigue que

D/[r(®) - u@®] =1(@) - u'(®) + ©'() - u@®)
= Gl —j+1In tk) - (24 - 2))
1, 1 > .
+ (—t—21+;k)-(t1—2tj+k)

1
=2+2+(—1)+?

1
=3+-
14

by Dew'(t) =24 - 2j y u”(¢) = 2i, deducimos que

D,[u(®) x u' ()] = [u(®) x u"(H] + [v'(#) x u'(?)]

i j ok
=12 =2t 1140

2 0 0

Sy I 1 D P B —2rk
== l....

0o o' |2 ofTl2 o

= 0i — (-2)j + 4tk
= 2j + 41k O

| Noa. Intente rehacer los apartados a) y b) efectuando en primer lugar los pro-
ductos, escalar y vectorial, y derivando después, para comprobar que se llega al
mismo resultado.

Integracion de funciones vectoriales

La siguiente definicion es una consecuencia l6gica de la definicion de derivada
de una funcién vectorial.
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1

ei mtervalo a b es

8i r(z) f (t)i + g(t),; + h(t)k donde f g?-y:h son funcwnes continuas en

La integral indefinida de una funcién vectorial r(z) es una familia de fun-
ciones vectoriales (las primitivas de r) que difieren unas de otras en un vector
constante C. Por ejemplo, si r(f) es una funcién vectorial tridimensional, en-
tonces al hallar su integral indefinida f r(f) dt, obtenemos tres constantes de
integracion

Jf(t) dt = F(t)y + C,, fg(t) dt = G(t) + C,, Jh(t) dr = H(t) + C,

donde F'(f) = f(1), G'(t) = g(t), y H'(t) = h(1). Estas tres constantes escalares
configuran un vector constante de integracion: -

fr(r) dt =[F(1) + C{]i + [G(1) + C,]j + [H(H) + C4]k

= [F(Di + GO + HOK] + [Ci + Cpf + C4K]
=R(»H+ C

donde R'(f) = f(1).

EJEMPLO 5 Integral de una funcidn vectorial

Hallar la integral indefinida

f(ti + 3j) dt
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Solucion:  Integrando componente a componente es facil ver que
2
(ti+3j)dt=5i+3tj+C ]

El Ejemplo 6 ensena como calcular la integral definida de una funcién
vectorial.

EJEMPLO 6 Integral definida de una funcion vectorial

Calcular la integral

1 1 ]
J r(r)dz:f (3/2i+ j+e’k)dt
o o r+ 1

1 1 ] 1
_(j 173 dt)i+(f dr)j+(J e"dt)k
0 ot + 1 o
3\ 1 1
= I:(~)t4/3:l i+ ’:ln |t + lq j+ |:—e_’} k
4 0 0 0
3
4

i+(1n2)j+(1—l>k O
(4

Solucidn:

Tal como ocurria para funciones con valores reales, podemos aislar una
sola primitiva de entre la familia de funciones vectoriales que constituye la
integral indefinida de una funcién vectorial r’, sin mas que imponer una condi-
cién inicial, como ilustra el ejemplo que sigue.

EJEMPLO 7 Una primitiva particular de una funcidn vectorial

Hallar la primitiva de

r'(r) =cos 2ti — 2 sen tj + k

1+ £
que satisface la condicién inicial r(0) = 3i - 2j + k

Solucion:

r(t) = fr’(r) dt

=(Jcos2tdt)i+(J—Zsentdr)j+([ 12dt)k
1 + ¢

|
= (5 sen 2f + Cl)i +(2cost+ Cy)j+ (arctg t + Cy)k
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Haciendo ¢ = 0 y usando el hecho de que r(0) = 3i — 2j + k, vemos que

r0)=0+C)i+2+Cj+ 0+ Cyk
=3i+(-2)j+k

Igualando las componentes correspondientes, obtenemos
C,=3 2+C,=-2, y Cy=1

Asi pues, la primitiva que cumple la condici6n inicial requerida es

1
r(f) = (E sen 2f + 3>i + (2 cost—4)j+ (arctg t + Dk U
Ejercicios de la Seccién 11.2
En los Ejercicios 1-4, a) dibujar la curva plana dada por la by Dibujar los vectores r(1), r(1,25), y r(1,25) - r(l)
funcion vectorial, y b) dibujar los vectores r(f,) y r'(t,) para en la grifica del apartado a).
el valor de 1, que se especifica. Colocar los vectores de ma- ¢) Comparar el vector r'(1) con el vector
nera que el punto inicial de r(z,) esté en el origen y el punto
inicia_ll, de r'(,) coincida con el punto final de r(z,). ;Qué r(1,25) - r(1)
relacion hay entre r'(¢,) y la curva? —_—
1,25 - 1
1. r)=ri+1j to=2
.. En los Fjercicios 7 y 8, a) dibujar la curva espacial dada por
2. r(=n+rj to=1 la funcién vectorial, y b) dibujar los vectores r(t,) y r'(fy)
y i
para el valor indicado de .
3. () =cos ri + sen tj ty = 3
1 7. r(H=2 H+2 tj +tk t 3
. r{f)=2costi+2sent)+ =—
4. r(t)=t2i+;j ty =2 )
o 5. Investigacion Consideremos la funcién vectorial 8. r(=ri+7r3+ ék ty=2

() = + %)
En los Ejercicios 9 y 10, se dan una funcién vectorial y su

a) Dibujar un esbozo de su grifica y comprobarlo con grifica. La grafica muestra ademds los vectores unitarios
la calculadora. r)/NIr Gl y r/(1)/lI" (1)l Hallar estos dos vectores ¢
b) Dibujar los vectores r(1/4), r(1/2) y r(1/2) — r(1/4) identificarlos en la grifica.

en la grafica del apartado a).
¢) Comparar el vector r'(1/4) con el vector
9. r(=cos(mHi+sen(mNj+r’k to=--
r(1/2) - r(1/4)
172 - 1/4

v 6. Investigacién Consideremos la funcién vectorial
() =t + (4 - 1H)j

a) Dibujar un esbozo de su grafica y comprobarlo con
la calculadora.
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En los Ejercicios 11-18, hallar r'()
1L ¥(r) = 6ri - 71%j + £’k

1 12
t

12. r(n)= i+16tj+5k

13. r()=acos’ti+asensj+k

W r()=./ti+ 1/t + In 1k

15, r()=e i+ 4

16. r(t)=(sent —tcost,cost+tsent, 12>
17. r(t)= {rsen 1, cos t, £)

18. r(r) = {arcsen ¢, arccos t, 0)

En los Ejercicios 19 y 20, hallar

a by r'(n)

o) DIty - u(n)] d) D[3r(®) - u(n]

o) Dlr)yxu@®]  f) DIlr@l], t>0

9. r(ty=ri+3tj+ ’k, a@) =41 + % + £’k

1
2. r(h=ri+sentj+costk, u()= —i+sentj+cosrk
'

M En los Ejercicios 21 y 22, determinar # en funcién de t, el
y

dngulo 0 entre r(r) y r'(f). Representar en la calculadora ()

y usar la grdfica para hallar los extremos de esa funcion.

Hallar los valores de ¢ para los que esos dos vectores son

perpendiculares.

2l r(t)=3sen ti + 4 cos #j

2. r(t) =+ 1

Enlos Ejercicios 23-32, hallar el intervalo o intervalos en los
que la curva dada por la funcién vectorial es suave,

2. () =i+ £

AU rion=

|
i+ 3¢
t -1 1

25. r(8) =2 cos® 6i + 3 sen? 0
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26. 1(0) = (A + sen Oi + (1 - cos Nj
27. r(0) = (0 - 2sen 0 + (1 - 2 cos 0jj

3t 32
i+
+t P+t

28. r(n)= l 5J

|
29. r(H=(t-Di+ ?j -’k

30. r(n=¢i-e'j+ 3tk
31. r(h=ri-3tj+1gtk

i
32, v =Jri+ (- Dj+ 4

En los Ejercicios 33 y 34, usar la definicién de derivada para
hallar r'()

33. r(=0Gr+2)i+(1-1)j
3
34. r(t)=\ﬂi+;j—2tk

35. Redaccion Las tres componentes de la derivada de
una funcién vectorial u son positivas en ¢ = #,. Descri-
bir el comportamiento de w en ¢ = 1,,.

36. Redaccién 1.a componente 7 de la derivada de una
funcion vectorial u es 0 para todo f en el dominio de la
funcién. ;Qué implica este hecho sobre la grafica de u?

En los Ejercicios 37-44, evaluar la integral indefinida.
r

37. Qi+ j+ Kk)ydr

LY
”

38. (37%1 + 4tj - 8£k) dt

o

!

39, (ti +j- t3’2k) dr
[ 1

40. (ln H o+ ;j + k)dr

41. [(21‘ - Di+ 4% + S\ﬂkJ dr

R
42. (¢'i + sen tj + cos rk) dt

o
: j)dr
+t2']

44, (e *senti+e fcostj)dt

o

n
43, (sec2 i+ l

En los Ejercicios 45-50, hallar r(f) con las condiciones que
se indican,



