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Capitulo 10

T Plano 2x +z=1
‘(O, 0,1)

FIGURA 10.50

= |lproy. POl

FIGURA 10.52
Distancia de un punto a un plano.

Vectores y geometria del espacio

Si en la ecuacién de un plano estd ausente alguna de las variables, comoen
2x + z = 1, el plano es paralelo al eje de la variable ausente (Figura 10.50). Si
faltan dos variables en la ecuacion de un plano, éste es paralelo al plano coor-
denado de las dos variables ausentes (Figura 10.51).

g |
x

(_4. 0. O)
Eiplanoax+d=0cs El plano by + d =0 es Elplano cz+d=0es
paralelo al plano yz paralelo al plano xz paralelo al plano xy

FIGURA 1031

Distancias entre puntos, rectas y planos

Cerramos la seccién analizando dos tipos de problemas sobre distancias en el
espacio.

1. Calcular la distancia de un punto a un plano.
2. Calcular la distancia de un punto a una recta.

Sus soluciones ilustran la versatilidad y la utilidad de los vectores en Geo-
metria analitica: el primer problema se resuelve mediante el producto escalary
el segundo mediante el producto vectorial.

La distancia D de un punto @ a un plano es la longitud del segmento ms
corto que une Q con el plano (Figura 10.52). Si P es un punto arbitrario del
plano, podemos hallar esa distancia proyectando el vector PQ sobre el vector
normal n. La longitud de esta proyeccion es la distancia buscada.

Para determinar un punto en el plano de ecuacién ax + by + cz +d =0
(a # 0), hacemos y = 0y z = 0. De la ecuacién resultante, ax + d = 0, conclui-
mos que (-d/a, 0, 0) estd en ese plano.



Seccion 10.5

| Notz. La eleccién del punto P en
el Ejemplo 5 es arbitraria. Conside-
re un punto distinto del plano y
compruebe que se obtiene la misma
distancia.

-y +22-6=0

6x-2y+dz+4 =40

FIGURA 10.53
La distancia entre los planos paralelos
es aproximadamente 2,14,
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EJEMPLO 5 Distancia de un punto a un plano

Calcular la distancia del punto Q(1, 5,-4) al plano
3x-y+2z=6

Solucion:  Sabemos que n = {(3,~1, 2 es normal al plano dado. Para encon-
trar un punto del plano, hacemos y = 0 y z = 0. El resultado es el punto
P(2, 0, 0). El vector de P a Q viene dado por
PO=<(1-2,5-0,-4-0)
={-1, 5, -4>
La férmula de la distancia en el Teorema 10.13 implica que
_IPO - ml_K-1, 5, —4) - (3, -1, 2|
[[m] VI + 1+ 4
-3 -5 - 8|

NiT

_ 16 0

Jia

De acuerdo con el Teorema 10.13, la distancia del punto Q(x,, y,. z,) al
plano de ecuacién ax + by + cz + d=0es

_ la(x, - x) + blyy — ¥ + clzg - 79

Jat + b? o+ ¢?

D

es decir

_ lax, + by, + cz, + d|
Jat + bt o+ ¢?

donde P(x,, y,, z;) es un punto del plano y d = ~(ax, + by, + cz,).

D

Distancia punto-plano

EJEMPLO 6  Distancia entre dos planos paralelos

Calcular la distancia entre los planos paralelos
3x-y+2z-6=0 y 6x-2y+4z+4=0

Solucion:  Para hallar la distancia entre los dos planos, que se muestran en la
Figura 10.53, elegimos un punto del primero, digamos (x,, v, z,) = (2, 0, 0).
Entonces, de la ecuacién del segundo plano resultaa =6,b=-2,c=4,yd =4,
asi que la distancia viene dada por

_laxg + by + czy + d

Ja* + b+ ¢?

6@+ 0+ DO +4_ 168 o 4

J6 + (-2)7 + 42 J36 /14
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Vectores y geometria del espacio

La formula de la distancia de un punto a una recta en el espacio recuerda la
de la distancia de un punto a un plano, salvo que el producto escalar queda
reemplazado por el producto vectorial y el vector normal n por un vector de
direccion de la recta.

' N PUNTG A UNA RECTA EN EL ESPACIO

punto Q a una recta en el espaem vmne dada por

s un vector de ‘difét;gién? dE 15?:em;a?y P-un punto de Ia recta.

Punto v 0
1

i
' ——
1t D=PQ||sen €
!
P I_J: Recta

FIGURA 10.54
Distancia de un punto a una recta.

FIGURA 10.55
Ladistancia entre el punto @'y la recta es \/6 x 245

Demostracion:  En la Figura 10.54 vemos que la distancia D del punto Q ala recta
verifica D = I|PQ|| sen 0, donde 6 es el dngulo entre u y PQ. Del Teorema 10.8
se sigue que

lul|||IPQI| sen 0 = |ju x PQ|| = [|PQ x ul|
En consecuencia,

EJEMPLO 7 Distancia de un punto a una recta

Hallar la distancia del punto Q(3,-1, 4) a la recta dada por

x=-2+ 34 =1+ 4

y==2ty

Solucion:  Usando los nimeros directores 3, -2, 4 sabemos que un vector de
direccion de la recta es

u={,-2,4> Vector de direccién
Para determinar un punto de la recta hacemos f = 0, con lo que se obtiene
P=(=2,0,1)
Asi pues,
PO=(3-(-2),-1-0,4~1>=¢5 1,3

y podemos calcular el producto vectorial

\ i j k

POxu=|5 -1 3|=2i-11j-7k=<2 -11,-7>
3 -2 4
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Finalmente, del Teorema 10.14 concluimos que la distancia pedida es

DE||P‘"Q">< u||“__./174:\/6%2’45

(Véase Figura 10.55) 0

[Jull

Ejercicios de la Seccion 10.5

N

En los Ejercicios 1 y 2, la figura muestra la grafica de una
recta dada por las ecuaciones paramétricas adjuntas. a) Di-
bujar una flecha sobre la recta que indique su orientacidn. b)
Hallar las coordenadas de dos puntos, P y (J, de la recta y
considerar el vector PQ. ;Qué relacién hay entre las compo-
nentes de este vector y los coeficientes de ¢ en las ecuaciones
paramétricas? ;Cudl es la razén de tal relacion? ¢) Determi-
nar las coordenadas de los puntos de interseccidn con los
planos de coordenadas. Si la recta no corta a uno de los pla-

nos de coordenadas explicar por qué.

I, x=1+3¢ 2, x=2-3¢
y=2-1t y=2
7=245¢t z=1 =1

Enlos Ejercicios 3-8, hallar ecuaciones a) paramétricas y b)
simétricas, para la recta que pasa por el punto y es paralela al

vector o recta indicados. (Para cada recta, expresar los ndme- .

ros directores como enteros.)

Punto Paralela a
3. (0,0,0) v={1,2.3
4, (0,0,0 5
) V= <—2, -, I>
2
5 (=2,0,3) v=2i+4j-2k
6. (-2,0,3) v =0i + 3j
7. (1,0, D) x=3+3,v=5-2t7=-T+1
8. (3,54 x—-1 y+1 L
3 2 v

En los Ejercicios 9 y 10, hallar ecuaciones a) paramétricas y
b) simétricas para la recta que pasa por los dos puntos. (Para
cada recta, expresar los ndmeros directores como enteros.)

(S
(SR

57

)

10. (1,0, 1), (1,3, -2)

9. (5,-3,-2), (—

En los Ejercicios |1 y 12, hallar ecuaciones paramétricas
para la recta.

11. La recta que pasa por ¢l punto (2, 3, 4) y es paralela a
los planos xz e yz.

12. Larecta que pasa por el punto (2, 3, 4) v es perpendicu-
lar al plano 3x + 2y - z =

En los Ejercicios 13 y 14, determinar qué puntos estan en la
recta L.

13. Larecta que pasapor el punto (-2, 3, 1) y es paralela al
vector v = 4i - k.

14. Larecta que pasa por los puntos (2,0, -3)y (4, 2, -2).
51 11
ay & 1L,-2) b l—,—.-——] o (-1,-3,-4
) C ) b) (2 > 1 ) ) ( )
En los Ejercicios 15-18, averiguar si las rectas se cortan. En
caso afirmativo, hallar el punto de interseccion y el coseno
del angulo de interseccion.

15, x=4t+2,y=3,z=-t+ 1
x=254+2 v=2s+3,z2=5+1

16, x=-3t+1l,v=4t+1,z=2r+4
x=3s+1,y=25+4,z2=-5s+1

x y-2 x -1 z+ 3
17, - =——=2z+1, =y+2=

3 -1 4 -3

x=-2 y=-2 x -3 7+ 2
18 == =z-3, =vy+ 5=

-3 6 2 4

En los Ejercicios 19 y 20, representar en una calculadora el
par de rectas y hallar su punto de interseccion.

19 x=2t+3,y=51-2,z=-1+ 1
x=-2s+7, v=s5s+8 =25 -1
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200 x=2t~1,y=-4t+10,z=1¢ 36. El plano que pasa por el punto (2, 2, 1) y contiene la
x=55-12,y=35s+11,z=-2s-4 recta dada por
. L x y-4
Producto vectorial En los Ejercicios 21 y 22, a) hallar las —= =7
coordenadas de tres puntos P, Q y R del plano y considerar 2 -1

los vectores PQ y PR. b) Hallar PO x PR. ;Qué relacién hay
entre las componentes del producto vectorial y los coeficien-
tes en la ecuacion del plano? ;Por qué?

37. Elplano que pasa por los puntos (2,2, Dy (-1, 1,-1)y
es perpendicular al plano 2x — 3y + z = 3.

38. El plano que pasa por los puntos (3,2, 1) y (3, 1, -5) y
21, 4x-3vy-6z=6 22, 2x+3y+4z=4 es perpendicular al plano 6x + 7y + 2z = 10.

39. El plano que pasa por los puntos (1, -2,-1) y (2,5,6) y
es paralelo al eje x.

40. El plano que pasa por los puntos (4,2, 1) y (-3,5,7)y
es paralelo al eje z.

En los Ejercicios 41-46, averiguar si los planos son parale-
los, perpendiculares o ninguna de ambas cosas. En los casos
en que no sean paralelos ni ortogonales, hallar el dngulo de

En los Ejercicios 23-28, hallar una ecuacién del plano que interseccion.
pasa por el punto y es perpendicular al vector o recta dados. 4. Sx—3y+z=4 42, 3x+y-47=3
Punto Perpendicular a X+dy+iz=| —Ox -3y 122=4
43. x-3y+62=4 4. 3x+2y-z=7
23. 2,1,2) n=i Sx+y-z=4 x-4y+2z=0
24. (1,0, -3) n=k 45. x-5y —z=1 46. 2x-z=1
Sx — 25y -5z=-3 dx+y+ 82=10
25. (3,2,2) n=2i+3j-k
. En los Ejercicios 47-52, marcar las intersecciones y dibujar
26. (0,0,0) n=-3i+ 2k la gréfica del plano.
27. 0,0.6 ¥=l-ty=2+tz=4-Uu 47. 4x +2y+67=12 48. 3x+6y+2:=6
8. 322 LN S 49, 2x—y+3z=4 50, 2x-y+z=4
4 -3
51. y+z=S5 52. x+2y=4
En los Bjercicios 29-40, hallar una ecuacién del plano. B Enlos Ejercicios 53-56, representar el plano en una calcula-
29. El plano que pasa por (0, 0, 0), (1, 2, 3) y (=2, 3, 3). dora.
30. Elplano que pasa por (1,2, -3), (2,3, 1),y (0, -2, -1). 53, 2x+y-z=6 54, x-3z=3
31. El plano que pasa por (1, 2, 3), (3,2, 1), y (-1, =2, 2). 55. —Sx+4y-6z=-8 56 2,lx-47y-z=-3
32. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) paralelo al pla- En los Ejercicios 57 y 58, hallar ecuaciones paramétricas
no yz. para la recta interseccidn de los dos planos.
33. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al 57. 3x+2y-z=17 58. x-3y+6z=4
plano xy.

x-4y+2z=0 Sx+y-z=4
34. El plano que contiene al eje y y forma un angulo de /6

con el semieje x positivo. En los Ejercicios 59-62, hallar el punto de interseccién (si lo

hay) de la recta con el plano. Determinar asimismo si la recta
35. El plano que contiene las rectas de ecuaciones estd contenida en el plano.

-1 -2 -1 -2 1 3/2 1
al al =7 =L 59. 2x—2y+z=12,x——=y+(/)=z+
-2 -3 4 -1 2 -1 2
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x -1

60. 2x+ 3y=-5,
+3y 2

x -1
61. 2x + 3y =190, 3 =

-2

x—4__y+1_z+2
2 3 5

62. Sx+3y=17,

En los Ejercicios 63 y 64, calcular la distancia del punto al
plano.

63. (0,0,0)
x+3y+z=12

6. (1,2,3)
-y+z=4

En los Ejercicios 65 y 66, calcular la distancia entre los
planos.

65. x-3y+4z=10

x-3y+4z=6
66. 2x-4z=4
2 -4z =10

En los Ejercicios 67 y 68, hallar la distancia del punto a la
recta dada en forma paramétrica.

68. 4, 1,-2yx=2t+2,y=21,2=¢-3

69. Un modelo matemdtico El consumo per capita (en
libras) de distintos tipos de leche en EE.UU. viene re-
cogido en la tabla. Los consumos de leche desnatada,
semidesnatada y entera se denotan por las variables x,
y, z respectivamente. (Fuente: U.S. Department of
Agriculture. )

Ao | 1970 1975 1980 1985
x 11,6 11,5 11,6 12,6
¥y 29,8 53,2 70,1 833
b4 213,5 | 1749 | 141,7 | 1197
Afio | 1990 1991 1992 1993
x 22,9 239 25,0 26,7
y 98,3 99,7 99,4 97.1
z 87,6 84,7 81,5 77,8

& 70.

71.

72.

73.

1021
Un modelo para esos datos viene dado por

0987x+ 1,71y + z =276

a) Completar una cuarta fila de la tabla usando ese
modelo para estimar z para valores dados de x e y.
Comparar las aproximaciones obtenidas con los
valores reales de z.

b)  Segin este modelo, ;qué efecto tendrd un aumento
del consumo de dos tipos de leche en el consumo
del tipo restante?

¢) Dibujar las trazas del plano y su grafica en el pri-
mer octante (puesto que x, y, z han de ser no nega-
tivas).

Optimizacion Consideremos la recta de ecuaciones
paramétricas

1
x=—t+3,y=§z+l,z=2t—l

y el punto (4, 3, s) para un nimero real s arbitrario.

a) Expresar la distancia del punto a la recta en fun-
cion de s.

b) Representar esa funcién con ayuda de una calcula-
dora. Hallar, a la vista de la gréfica, el valor de s
que hace minima la distancia.

¢) Usar el zoom para ampliar varias veces la grafica
del apartado b). ;Parece que la grifica tiene asin-
totas oblicuas? Explicar la respuesta. Si es as{, ha-
llar sus ecuaciones.

Para pensar

a) Describir y hallar una ecuacion de la superficie ge-
nerada por los puntos (x, y, z) que distan cuatro
unidades del punto (3, -2, 5).

b) Describir y hallar una ecuacion de la superficie ge-
nerada por los puntos (x, y, z) que distan cuatro
unidades del plano

4x -3y +z=10

Para pensar Consideremos dos vectores no nulos, u
y v. Describir la figura geométrica generada por los
puntos terminales de los siguientes vectores, donde s y
t denotan nidmeros reales arbitrarios.

ay by u+1iv ¢) su+tv

Disefio industrial Hallar el angulo entre lados adya-
centes del contenedor de la figura de la pagina siguien-
te, al que vierte el cereal una cosechadora.
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74.

8 pulg.

8 pulg.

6 pu!g‘

Stay, by. ¢, ya, b, ¢, son dos conjuntos de nimeros
directores de una misma recta, probar que existe un es-
calar d tal que

ay=ayd, by =b,d, yc,=c,d

¢Verdadero o falso? En los Ejercicios 75 y 76, discutir si
el enunciado es correcto o no. Sino lo es, explicar la razén o
dar un ejemplo que muestre su falsedad.

75.

76.

77.

78.

St v = ai + bj+ ¢,k es cualquier vector en el
plano dado por a,x + b,y + ¢,z + d, = 0, entonces
aa, + bbb, +cc,=0

Dos rectas cualesquiera en el espacio o se cortan o son
paralelas.

Consideremos el plano que pasa por los puntos P, R
y §. Demostrar que la distancia de un punto Q a ese
plano es

. . u -
Distancia = ———— ~

dondeu:Pﬁ,v:P@,yw=PQ

Probar que la distancia entre los planos paralelos
ax + by + cz+d; =0yax+ by +cz +d,=0es

|d1 - dzJ

Jat o+ b o 2

Distancia =

Vectores y geometria del espacio

PROYECTO PARA LA SECCION

Enesta seccion hemos presentado dos férmulas para cal:

cular distancias: de un punto a un plano y de un punto a
unarecta. En este proyecto va a analizar un tercer proble-

ma de distancias: la di'stancia entre dos Tectas que e cru-

zan, esto es, dos rectas que ni se’cortan ni son paralelas
(véase figura).

“ay Consndere las dc)s rectas en el espauo :

Lix =4+ 'St, y=545 21 ~ 4
'L2:x=4'+ s,y =6+ 85, 2=7~3s"

i) Probar que ne son paralelav. o

ii) - Probar que no se cortan, de modo ¢ que son dos
oo, rectas gue se cruzam. '

‘1ii) - Demostrar que esas dos rectas estén contcmdas

.en-das planos paralelos. :
iv)  Calcular la dlstanma entre 1os dos plaﬂos del
apanado iii). Esta es, por deﬁmcwn Ia distan-

cia entre las dos rectas que se cruzan.

b) - Hallar, por el procedimiento antermr 1a d1starac1a

entre las rectas

Lix= 2ty Atz =61
sz-l——s,y 4+s,z-_—~l+s

¢) Idem para las Tectas

Lix=3y=2~t,z==1+1 "
Lyx=1+ 4S,~ =—-2~t~ 8, Z w3 . By

d 3 Escrxbu una fmrmula que pertmta calcular la distan-

cm entre las rectas que se cruzan

Lix=Xx;+al,y=y +bit,z=2 +ct.
Lyx=xy+ a8, y=y, +bys z=2; + €8




